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Exercice 1
Soit H = L2([0, 1]) l’espace des fonctions définies sur [0, 1] et à valeurs dans R de carré
intégrable. On munit H du produit scalaire :

〈f, g〉 =
∫ 1
0
f(t)g(t)dt

et de la norme associée à ce produit scalaire. Soit a un réel positif strictement inférieur à 1
et soit p un réel positif.
On considère la fonction F définie de H dans R par :

F (f) =
∫ a
0
tpf(t)dt.

1) Montrer que F est une forme linéaire continue.
2) Calculer la norme de F .
3) Montrer qu’il existe une fonction unique g ∈ H dont on donnera l’expression telle que :

F (f) = 〈f, g〉 ,∀f ∈ H.

4) Dans la suite, on remplace H par l’ensemble E = C([0, 1]) des fonctions continues de [0, 1]
dans R et on garde le même produit scalaire et la même expression de la fonction F définis
plus haut. L’espace E est muni de la norme associée au produit scalaire.
a) Montrer que F est une forme linéaire continue de E dans R.
b) Montrer qu’il n’existe pas une fonction h ∈ E telle que F (f) = 〈f, h〉 ,∀f ∈ E.
Indication : on rappelle que C([0, 1]) est dense dans L2([0, 1]).

Exercice 2
On rappelle que D(R) est l’ensemble des fonctions de classe C∞ à support compact inclus
dans R .
1) Soit ϕ ∈ D(R). Montrer, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, qu’il existe
ψ ∈ D(R) telle que :

ϕ(x) = ϕ(0) + xψ(x).

2) Soit α un réel tel que −2 < α < −1, montrer que :∫ +∞
ε

xαϕ(x)dx = Aεα+1 +Rε,

où A dépend de ϕ , mais ne dépend pas de ε et Rεtend vers une limite finie quand ε tend
vers 0 .
Indication : utiliser la question 1) et le fait que le support de ϕ est un compact de R contenu
dans un intervalle [−R,R], où R > 0 , ce qui permet de ramener l’intégrale de xαϕ(x) sur
[ε,+∞] à une intégrale sur [ε, R].
3) a) Donner l’expression de la limte de Rε quand ε tend vers 0.
b) On pose, pour tout ϕ ∈ D(R), T (ϕ) = lim

ε→0
Rε.

Montrer que T est une distribution.
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