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Exercice 2: Torsion d’une barre cylindrique X
4
. e . : s o AR R
On considére une barre cylindrique de section circulaire. (O,e;,e,,¢e3) C-\f
est un repére orthonormé cartésien dans lequel €5 est porté par I’axe de la
barre. On note /4, et R, respectivement la hauteur et le rayon de la barre h
3 e A . 0
dans la configuration initiale. On suppose qu’a partir de cette
configuration, la barre subit une transformation caractérisée par le champ *2
de déplacement suivant :
ﬂ=—aX2X35,+aX1X352 ‘X[

ol a est une constante. (La transformation ainsi décrite correspond a un essai de torsion).

1) Calculer le volume de la barre aprés déformation.

2) Dans la suite on suppose que cette transformation est infinitésimale.

a) Comment se traduit cette hypothése de transformation infinitésimale sur les constantes «, Ay et R,?

b) Déterminer le champ des tenseurs de déformation linéarisés,

¢) Que peut-on dire du volume de la barre aprés déformation ?

d) Une fibre paralléle a Ox; subit-elle une variation de longueur ?

¢) Les sections droites (X; = constante) de la barre sont elles déformées dans leurs plans ?

Donner alors une interprétation physique de la constante a (montrer pour cela qu’une section droite subit dans
son plan un mouvement de solide rigide).
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On demande de déterminer:

1. Le champ des tenseurs gradient de la transformation F , le champ des déplacements % et son gradient F
2. Le champ des tenseurs de déformation de Green - Lagrange E . Retrouver ce résultat en utilisant la
méthode du ds?.

3. Dans I'hypothése des petites perturbations, le champ des tenseurs de déformation linéarisé £ , le champ des
tenseurs des rotations infinitésimales @ , les déformations principales et les directions principales de
déformation.

Exercice 4:

On consideére la transformation d'un cylindre définie en coordonnées cylindriques par:

R Vi
O 5> <0=0+aZ
VA =

En utilisant la méthode du ds?, déterminer le champ des tenseurs de déformation de Green - Lagrange E.

Exercice 5: Emboutissage d’une tole

Une tole plane, rectangulaire (2/ x 2L) est emboutie a la presse
afin d’obtenir un demi cylindre de rayon 7, et de méme longueur
2L que la tole initiale.

1) Dans le cas ou la tole est trés mince, proposer une transformation

décrivant le passage de I’état initial & I’état embouti. Déterminer le

champ des tenseurs de déformation de Green -—Lagrange
correspondant. Examiner le cas général (z.ro# 2 /) et le cas particulier

ourmry~=2.1

2) La tole est maintenant considérée épaisse (épaisseur £ ). On
~suppose que les sections paralléles au plan yz restent planes,
perpendiculaires au feuillet moyen et ne subissent pas de
déformations dans leurs plans. Décrire cette transformation et donner
le champ des tenseurs de déformation de Green Lagrange.
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 Exercice 6: Essai de traction / compression simple
On considére une éprouvette cylindrique de longueur initiale Ly et de
section circulaire de rayon initial Ro. (O,€,€;,€3) est un repere

orthonormé cartésien dans lequel €3 est porté par 1’axe de 1’éprouvette. On

suppose qu’a partir de cette configuration initiale, I’éprouvette subit une
transformation vérifiant les hypothéses des petites perturbations et
caractérisée par le champ de déplacement suivant :

vy

u1=—v%X,—7X2+,BX3+C, X

A

o 3
U =—VE;X2 +yX;—aX;+C, ouv, E, o, 0,pB,7, Ci, Cz et C3sont des constantes.

Lu3=%X3—ﬁX1+aX2 +C3

E [N/m?] et v [sans unités] sont des constantes physiques caractéristiques du matériau de I’éprouvette.
La constante o [N/m?] caractérise le chargement appliqué a I’éprouvette.

1. Déterminer le tenseur des déformations linéarisé Z, le tenseur des rotations infinitésimales @ ,
Jes déformations principales et les directions principales de déformation.

2. Quelles conditions doivent vérifier les constantes v, E, o, a, ety pour que la transformation
soit effectivement infinitésimale.

3. Calculer le volume de I’éprouvette aprés déformation. Pour quelle valeur de la constante v le
volume final est il identique au volume initial ?

4. Calculer le rayon R et la longueur L de I’éprouvette apres déformation. En déduire la variation

: AL
relative de longueur —.
0

Exercice 7: Flexion d’une barre
On considére une barre de longueur [, de section rectangulaire de largeur by et de hauteur Ay.
(O,¢,,e,,€3) estun repere orthonormé cartésien dans lequel €; est porté par I’axe de la barre.

On suppose qu’a partir de sa configuration initiale, la barre subit une transformation vérifiant les
hypothéses des petites perturbations et caractérisée par le champ de déplacement suivant :

r

M
e =t by
2 2 '

uzz_A’L B X0 X T TR T & x|

EI\ 2 2 b3

M lo

by o

V5 S e

o v, E, M, et I sont des constantes. E [N/m?] et v [sans unités] sont des constantes physiques
caractéristiques du matériau de la barre. M [N.m] caractérise le chargement appliqué a la barre.
I [m"] est une caractéristique géométrique de la section de la barre.
1. Déterminer le tenseur des déformations linéarisé Z , le tenseur des rotations infinitésimales @ ,
les déformations principales et les directions principales de déformation.
Quelles conditions doivent vérifier les constantes v, E, M, et I pour que la transformation soit
effectivement infinitésimale.
Calculer le volume de la barre aprés déformation. Commenter.
Montrer que les sections droites X =X restent droites aprés déformation.
Etablir I’équation de la déformée de la fibre moyenne (X>=X3=0) de la barre.
Montrer que les sections droites X; =X restent normales a la fibre moyenne.

3
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étermixier expérimentalement ce tenseur, on dispose selon les directions de trois

normés &,, &, ¢, orthogonaux a ¢, des jauges extensométriques donnant les allongements selon ces

directions: £(%,) = &4, &(€) =6y, E(€:) = Ec- €. 5 :
1. Donner l'expression du tenseur £(X,t)dans labase (¢;,€;,€3). :
2. Déterminer dans chacun des cas suivants les déformations principales et
les directions principales de déformation: =
X e;=¢;

a) e, =2¢,=¢cetg =0

b) e, =¢.=0etg =¢

Exercice 9: Détermination du champ de déplacement 2 partir de celui de déformation

Déterminer, dans I’hypothése de transformation infinitésimale, le champ de déplacement
correspondant a chacun des états de déformation suivants :
a) Déformation homogene : & (Xot)= gg- (t)

b) Déformation linéaire : &; (Xt)= i (1)-X avec ay = O jj

Exercice 10: Compatibilité des déformations thermiques
On se place dans I’hypothése de la transformation infinitésimale. On considére un solide homogene,

constitué d’un matériau isotrope, que ’on soumet a un champ d’écart de température 7( X ) a partir

du champ de température Tj( X ) dans la configuration de référence. On suppose que les déformations
thermiques correspondantes, par rapport 3 la configuration de référence sont linéaires (par rapport a

|’écart de température 7( X ) ) et de la forme :

o(X)=ar(X)1
oll « est la constante thermique caractéristique de ce matériau.

1. Quelle doit étre la forme du champ 7 pour que ces déformations thermiques soient
géométriquement compatibles hors de toute condition sur les déplacements imposée a la
frontiere du solide.

2. En utilisant les résultats de I’exercice précédant, déterminer la forme du champ de

déplacement correspondant au champ de déformations thermiques ainsi obtenu.

4
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